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Gruppeniibung 10

Aufgabe 1 Wir betrachten ein allgemeines lineares zeit-invariantes System, d.h. ein System gegeben durch

X =Ax+ Bu
y=Cx+Du

wobei A € R, Be R™! C € R™" und D € R,

a)

b)

Angenommen das lineare System hat einen relativen Grad r € Ny. Charakterisieren sie den differenti-
ellen relativen Grad ry; durch algebraische Bedingungen in Abhingigkeit von A, B,C, D (d.h. berech-
nen Sie die Lieableitungen L’}h fir k =0,...,r— 1 und wenden Sie die Definition fiir den relativen
Grad an).
Losung:

Im Fall eines linearen Systems gilt f(x) = Ax, g(x) = B und h(x) = Cx. Ist D # 0 so ist der relative
Grad des Systems 0. Ist D = 0 so berechnet man den differentiellen relativen Grad iiber die Lieablei-
tungen. D.h.

k

Lih(x) = CA*x
k k
LgLyh(x) = CA"B.
Im Falle eines differentiellen relativen Grades von r, gilt also
CA*B=0, ke {0,1,...,r;—2}
CA"1B+0.

Erkldren Sie den Zusammenhang zwischen dem differentiellen relativen Grades eines linearen Sys-
tems und dem relativen Grad als Differenz zwischen dem Nennergrad und dem Zahlergrad der zu-
gehorigen Ubertragungsfunktion.

Losung:

Beim differentiellen relativen Grad priift man welche Ableitung des Ausgangs sprungfihig ist. D.h.
man regt das System mit einem Sprung 4 : R — R an und priift welche Ableitung von y eine Unste-
tigkeitsstelle in O hat.
Um das ganze zu formalisieren bendtigen wir den Anfangswertsatz. D.h., ist F = Z[f] die Laplace
transformierte einer Funktion f so dass f’ fiir alle r > O existiert und eine Laplace transformier-
te Z[f'] besitzt. Dann gilt

lim y(¢) = lim sF (s).

t—0t §—o0

Wir betrachten lim, o+ y*¥) (r) = [‘Il—;y(t) |; o+ fiir ein lineares System G(s) das mit H &—o h angeregt

wird. Nun ist H(s) = 1, d.h. Y(s) := @ Es gilt (unter passenden Annahmen an die Existenz von
Ableitungen von y)
dk
W)’(t) o—os"Y (s).
D.h. aus dem Grenzwertsatz folgt

lim y® (1) = 1im (s)(s*Y (5)) = lim s*G(s). (1)
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Sei der relative Grad des Systems r, dann konnen wir G schreiben als
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c)

Aufgabe 2
ist.

a)

b)

wobei G(s) relativen Grad Null hat, also lim,_... G(s) = ¢ € R.

Sei nun k < r, dann ist wegen (1) und dem eben gesagten lim, o+ y*) (r) = 0. Ist k = r, so ist lim,_ ¢+ y") () =
c. Gilt umgekehrt lim, ¢+ y®)(¢) = 0 fiir alle k < r und lim,_+ y")(r) = ¢, so folgt unmittelbar, dass

der relative Grad r ist. Insgesamt ist damit gezeigt, dass der differentielle relative Grad und der relative

Grad gleich sind.

Zeigen Sie, dass der relative Grad invariant gegeniiber Koordinatentransformationen ist (d.h. fithren
Sie neue Koordinaten z mit x = Tz, T € R"™", detT # 0 ein und betrachten Sie das System in den
Koordinaten z).

Losung:

Die Systemgleichungen in den neuen Koordinaten sind gegeben durch

;=T 'ATz+T 'Bu
y=CTz+ Du.

Setze A=T"'AT,B=T"'B,C =CT. Fiir D 2 0 #@ndert sich der relative Grad nicht. Sei also D = 0.
Dann ergibt sich aus a)
CA*B=0, ke {0,1,...,r—2}

CA 1B +£0.
Weil nun AF = (T~'AT)¥ = T~1AKT ist, folgt
CA*B=CTT 'A*TT 'B=CA*B=0, k€ {0,1,...,r -2}
CA'B=CTT 'A"'TT'B=CA" 'B+#0.
Damit dndert sich der relative Grad fiir das transformierte System nicht.

Bestimmen Sie fiir die folgenden Systeme den relativen Grad. Geben Sie an, ob dieser wohldefiniert

_Y(s) s—1
=56 = GEDE -+’

wobei u(t)e—oU (s) und y(r)e—oY (s).

Losung:

Der relative Grad r ergibt sich aus der Differenz des Grades des Nennerpolynoms und des Grades des
Zihlerpolynoms, also r = 2. Der relative Grad ist wohldefiniert.

X1 =X
Xy = —x1 +X5 +xu
y=Xi.
Losung:
Es gilt:
dh(x)
ox (1 0)
L) = “5 e = (1 0) (3) -
Leh(x) = agECX)f( ) = (1 0) (—xfi—x%) X2
d X
L) = "5 g0 = 0 1) (3) =t

Das System hat also relativen Grad r = 2, wobei dieser nicht wohldefiniert ist (fiir x; = Oist L,L¢h(x) =
0).



c)
X1 ZX3(1 —l—x%)
Xy = X1

X3:1—x?—|—u

y=x2.
Losung:
Es gilt:
oh(x)
=2 =(0 1 0)
Ih(x) 0
Loh(x) = 3 gx)=(0 1 0)l0]=0
1
2
on x3(1+x7)
Lyh(x) = a(x) f=0 1 0| x _
* 1 —x?
ILsh(x) 0
L,Lyh(x) = I gx)=(1 0 0)|0]=0
1
IL:h X3 l—|—x1
Lph(x) = gx(x)f(x) =(1 0 0) =x3(1+x3)
l—x1
IL o h(x) 0
LgL 2 h(x) = 'aixg(x) =2xx 0 1+x}) (0] = =147
1

Damit hat das System relativen Grad r = 3 und weil 1 —|—x% 2 0 gilt ist dieser wohldefiniert.

Aufgabe 3 In Abbildungen 3 sind die Sprungantworten fiir vier Systeme dargestellt. Bestimmen Sie jeweils den
relativen Grad.

Losung:

Das System (a) ist sprungfihig da lim,_+ y(¢) = —1. Deswegen ist der relative Grad r = 0.

Das System (b) ist nicht sprungfihig da lim,_+ y(¢) = 0, allerdings ist lim,_+ y!) (r) > 0, deswegen ist
der relative Grad r = 1.

Das System (c) ist nicht sprungfihig da lim, ¢+ y(¢) = 0. Des Weiteren ist ist lim, o+ y(!)(r) = 0, deswegen
ist der relative Grad r > 2.

Das System (d) ist nicht sprungfihig da lim,_+ y(¢) = 0. Des Weiteren ist ist lim,_,+ y!)(r) # 0, deswegen
ist der relative Grad r = 1.

Aufgabe 4 Gegeben sei das System

X1 —X1 —l—x% 1
X | = x% —xix2 )+ x1 |u
X3 X1 0

y = Xx3.

a) Bestimmen Sie den relativen Grad des Systems.
Losung:
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Abbildung 1: Sprungantworten von vier Systemen

dh(x)
52=(0 0 1)
1
Loh(x) = ag(;)g(x) =0 0 1) )8 =0
—x1+x3
Lrh(x) = agg) fx)=(0 0 1) x%—xlxi =X
X1
d(Lrh(x)) _
R (1 0 0
LeLsh(x) = 1.

Damit ist der relative Grad r = 2.

b) Bestimmen Sie die Koordinatentransformation @ die das System auf Byrnes-Isidori-Normalform
transformiert.
Losung:



c)

d)

€)

21 =h(x) = x3
= th(x) =X

73 = xo frei wihlbar.

Die inverse Transformation ergibt sich zu

X1 =22
X2 =23
X3 =171.

Ist die Transformation ein globaler Diffeomorphismus?
Losung:

Im vorliegenden Fall ist die Abbildung linear und invertierbar. Die Inverse einer linearen Abbildung
ist (wenn sie existiert) wieder linear. Da lineare Abbildungen immer global definiert und glatt sind,
ist eine Transformation, die durch eine invertierbare lineare Abbildung beschrieben wird, immer ein
globaler Diffeomorphismus.

Schreiben Sie das System in z-Koordinaten. Geben Sie an ob das transformierte System eingangsnor-
malisiert ist.
Losung:

71 =X =2
. 2 _ 2
D=—x1+x5+u =-—2+5z5+u

. 3
3 =Xp —X1X2 +x1u= Z% — 2223 +22U.

Das System ist nicht eingangsnormalisiert.

Finden Sie eine Transformation so dass das transformierte System eingangsnormalisiert ist.
Losung:
Sei
73 = P3(x1,X2,%3).
Dann gilt

0P; | n 0P3 | N 0P3 .
X X X

8)61 : 3)62 2 aX3 3

 9d; 0D,

Z 0 2 hlit]
8)61 ( M+x2+u)+ 8)(2

3=
0P

(x; —x1x2 +x1u) + 7 (x1).
aX3

Damit u aus der Gleichung verschwindet, muss also

0d3 0P
I I u=0
Jxi ut dxo i

gelten. Diese partielle Differentialgleichung wird zum Beispiel von

1
By = —xI —
3 2x1 X2

gelost. Die gesamte Transformation lautet also

71 = X3
2 =X1
1 2

3= §X1 — X2,



mit der inversen Transformation
X1 =22
X =-3+ fx% =—-z3+ fz%
X3 =121

Die Jacobimatrix der Abbildung ist

0O 0 1
1 0 O
X1 -1 0

hat also immer vollen Rang. Weil die Transformation radial unbeschrénkt ist, ist sie auch global giiltig.
Die resultierende Differentialgleichung fiir z3 ist gegeben durch
3= —x1X1 — X2
= x1(—x1 4+ X34 u) — X3 +x1X — X1

= —x% —O—xlx% —x%—kxlxz

2 1 2 ? 1 2 } 1 2
=—+2 —13—5-512 - —Z3+§z2 +22 —Z3+§Z2 .



